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几 个 月 前 ， Gustave Choquet 向 科学 院 数学 部 建议 举办 Lebesgue 积分 百年 纪念 活动 .的 
确 ， Lebesgue 积分 给 20 世纪 数学 的 发 展 留 下 了 深 深 的 烙印 . 100 年 前 ， 也 就 是 1901 年 4 月 
29 日 ， Lebesgue 积分 以 一 篇 短文 的 形式 出 现在 科学 院 通报 上 -, 该 文 的 标题 是 《 论 定 积分 的 一 
种 推广 》. 

Choquet 的 建议 得 到 的 第 一 个 反应 是 Jean-Michel Bony, Gustave Choquet 和 Gilles Lebeau 
的 一 篇 纪念 性 文章 ， 该 文 刚刚 发 表 在 科学 院 通 报 上 2. 

第 二 个 反应 是 我 在 科学 院 做 的 这 个 演讲 . 

第 三 个 反应 是 4 月 27 、28 日 将 在 里 昂 高 等 师范 学 校 举 办 的 讨论 会 .这 个 讨论 会 是 由 我 们 
的 同事 Etienne Ghys 发 起 的 ， 面 向 高 等 师范 学 校 的 学 生 和 该 地 区 的 教师 .讨论 会 得 到 了 里 昂 高 
等 师范 学 校 和 法 国 数学 会 的 支持 . 

我 准备 谈 一 谈 Lebesgue 积分 的 产生 及 其 影响 ， 我 已 经 说 过 ， Lebesgue 积分 产生 于 科学 院 
通报 上 的 一 篇 短文 , 我 们 现在 从 屏幕 上 看 到 的 是 该 文 的 第 1 页 *. 借 此 机 会 , 先 向 大 家 简单 介绍 
一 下 那个 时 候 的 科学 院 通报 . 接 下 来 ， 我 将 介绍 Lebesgue 其 人 以 及 与 他 同时 代 的 Emile Borel 
和 René Baire. 然后 再 谈 数 学 ， 我 将 试图 向 大 家 解释 Lebesgue 积分 与 Riemann 积分 的 不 同 之 
处 ， 以 及 使 Lebesgue 感 兴趣 的 与 之 相关 的 三 大 问题 ， 原 函数 的 计算 、 面 积 的 度量 和 三 角 级 数 . 
这 将 是 关于 积分 的 产生 ， 也 即 我 所 要 说 的 一 切 . 

”Lebesgue 积分 在 各 方面 的 影响 不 胜 枚 举 、 Lebesgue 积分 和 Lebesgue 测度 在 20 世纪 数学 
的 两 个 领域 ， 即 泛 函 分 析 和 概率 论 ， 起 了 决定 性 的 作用 .我 仅 限于 回顾 两 个 方面 。 1907 年 的 
Riesz-Fisher 定理 和 20 世纪 20-30 年 代 Nobert Wiener 所 建立 的 Brown 运动 理论 ， 我 还 将 从 
历史 的 角度 出 发 对 测度 和 积分 这 两 个 概念 的 演变 做 一 些 说 明 ， 从 而 结束 我 的 演讲 . 

科学 院 的 档案 中 保存 了 19Q1 年 4 月 29 日 发 表 的 Lebesgue 的 文章 的 手稿 . 4 页 手稿 被 切 
收 稿 日 期 ， 2001-11-05. 

* 原文 标题 为 Naissance et postérité de lintégrale de Lebesgue，( 译 者 注 . 全 文 的 脚注 均 为 译 者 注 . ) 
1 科学 院 通报 即 Comptes Rendus de DAcadkmie des Sciences de Paris. 通常 简写 为 C. R. Acad. Sci. Paris 


2 Le centenaire de bint6grale de Lebesgue, C. R. Acad. Sci，Paris, t.322, Sér. I, 85-90, 2001. 该 文 全 文 引 用 了 


Lebesgue 的 原文 ， 并 做 了 注解. 
3 Lebesgue 的 原文 重 刊 于 C. R. Acad. Sci. Paris, t.322, Sér. I, 86-88, 2001. 见 注 2. 
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成 小 片 ， 以 便 三 位 排版 工人 能 同时 工作 ， 那 时 ， 文 章 发 表 得 很 快 ， 快 得 令 人 不 可 思议 ， 星 期 一 
下 午 3 点 之 前 将 文章 提交 给 科学 院 ， 星 期 三 上 午 修改 清 样 ， 下 辕 星 期 一 就 可 见 文章 发 表 ， 那 个 
时 候 ， 直 到 20 世纪 50 年 代 初 ， 依 然 如 此 . 

科学 院 通报 曾经 是 数学 交流 的 一 项 重要 的 工具 ，1900 和 1901 年 度 , 在 通报 上 发 表 文章 的 法 
国 数学 家 有 Poincaré, icard，Painlevé, adamard, orel，Baire, ebesgue 等 ， 外 国 数学 家 有 Stekloft， 
Liapounoff, Mittag-Leffer, Levi-Civita, Lindel5f Féjer, Tzitzeica, Von Koch 等 ， 科学院 通报 是 
份 重要 的 国际 性 刊物 ， 为 法 国 数学 家 和 外 国 数学 家 共同 喜爱 那个 时 候 通 报 上 发 表 的 数学 论文 
能 很 好 地 概括 当时 世界 范围 内 的 大 部 分 数学 研究 活动 . 

回 过 头 来 谈 一 谈 我 已 提 到 过 的 法 国 数学 家 . 1901 年 ， Poincark 42 岁 ， Picard 45 岁 ， 
Painlevé 38 岁 ， Hadamard 36 岁 ， Borel 30 岁 ， Baire 27 岁 ， Lebesgue 接近 26 岁 . 

Borel 是 新 一 代 的 领头 人 物 . 他 曾 是 神童 , 智力 超群 ,反应 敏捷 , 他 在 1896 年 就 已 引入 了 可 
列 无 穷 事 件 ， 预 感到 了 现代 概率 论 应 有 的 特性 ， 1898 年 ， 他 出 版 了 一 本 有 关 函 数论 的 著作 . 该 
著作 的 主要 部 分 论 及 直线 上 那样 一 些 点 集合 ， 即 ， 从 区 间 出 发 ， 经 过 可 列 并 集运 算 和 求 余 集运 
算 所 得 到 的 集合 接着， 他 找到 了 测度 应 具备 的 主要 性 质 ， 从 而 引入 了 集合 的 测度 的 新 概念 . 
但 是 ， 他 未 能 建立 起 测度 论 的 完整 理论 . 后 来 ,他 主编 了 一 套 由 Gauthier-Villars 出 版 的 专题 著 
作 从 书 ， 其 中 有 Baire 和 Lebesgue 的 著作 ， 

Baire 的 博士 论文 研究 不 连续 函数 ， 准 确 地 说 ， 连 续 函 数 级 数 的 和 函数 ， 他 按照 级 数 表示 
的 不 同方 式 将 函数 进行 分 类 ， 他 将 点 集 分 为 第 一 范畴 集 和 第 二 范畴 集 ， Baire 理论 是 纯 拓 扑 性 
的 ， 这 一 观点 有 别 于 Borel 的 观点 ， 并 且 一 开始 就 得 到 了 完善 . 

Lebesgue 十 分 了 解 Borel 和 Baire 的 工作 .他 很 欣赏 Baire, 并 以 “你 ”相称 .但 是 ， 他 对 
Borel 则 称 “ 您 *. 在 他 写 给 Borel 的 最 初 几 封 信 中 , 他 用 的 称呼 是 “尊敬 的 先生 ”, 他 是 在 高 等 师 
范 学 校 读书 时 结识 Baire 的 .他 的 同年 级 同学 中 有 Paul Montel 和 Paul Langevin. 他 同样 欣赏 
Langevin, 不 仅 视 之 为 物理 学 家 ， 也 视 之 为 数学 家 .他 后 来 曾 写 道 ， Langevin 是 “ 另 一 类 型 的 
数学 家 ”. 他 喜好 几何 ， 熟悉 经 典 分 析 ， 间 样 熟 悉 Cantor 和 意大利 数学 家 Dini, Peano, Volterra 
的 工作 ， 这 些 意大利 数学 家 对 于 当时 以 Hermite 或 Poincaré 为 首 的 占 统治 地 位 的 法 国学 派 视 
为 畏 胎 学 的 那 部 分 数学 很 感 兴趣 ， 正 是 这 个 时 候 ， Hermite 在 写 给 Stieltjes 的 信 中 说 ， 他 “ 满 
怀 大 恶 和 恐惧 远离 那 令 人 伤心 又 可 怜 的 不 可 微 连续 函数 "， Poincaré 更 加 干脆 地 说 ，“ 过 去 ， 
人 们 发 明 一 种 新 函数 是 为 了 实践 的 需要 ， 而 今天 ， 有 人 故意 发 明 一 些 新 函数 以 便 对 我 们 的 父辈 
的 逻辑 推理 吹 毛 求 疲 ， 这 是 他 们 的 唯一 目的 "， 然 而 ， 从 进入 高 等 师范 学 校 起 ， Lebesgue 就 对 
简洁 的 事物 感 兴趣 ， 不 因循守旧 .经 典 曲 面 论 中 可 展 曲面 由 直线 构成 ， 一 张 纸 被 扭曲 后 得 到 的 
就 是 一 个 可 展 曲 面 . 但 是 ， Lebesgue 注意 到 ， 一 张 纸 被 揉 皱 之 后 得 到 的 曲面 就 不 再 是 可 展 曲面 
了 . 那么 ， 应 建立 什么 样 的 曲面 理论 来 延伸 经 典 曲 面 论 ， 从 而 包括 更 一 般 的 情形 呢 ? 早 在 1897 
年 之 前 ， 在 高 等 师范 读书 时 ， 他 就 和 Paul Montel 一 起 对 此 问题 交换 过 意见 ， 1898 年 和 1899 
年 两 年 间 ， 他 因 获 得 了 教师 资格 《 而 享受 到 一 份 奖学金 ， 于 是 致力 于 研究 这 一 问题 ， 自 1900 年 
起 ， 他 在 南 锡 中 学 的 巴黎 中 央 学 校 预备 班 “ 做 教师 时 ， 依 然 在 研究 同一 问题 . 1899 年 和 1900 
年 度 ， 他 在 科学 院 通报 上 发 表 了 5 篇 文章 ， 这 些 文章 都 是 讨论 多 元 函数 和 曲面 的 ， 尤 其 是 曲面 
的 面积 . 

他 的 1901 年 的 文章 的 题目 《 论 定 积 分 的 一 种 推广 》 显 得 很 谦逊 ， 按 现代 的 观点 看 ， 文 章 


4 教师 资格 (Agregation) 为 法 国 大 学 和 中 学 教师 的 一 种 学 衡 ， 需 要 经 过 竞赛 考试 才能 获得 . 
5 想 进入 高 等 学 校 的 法 国 高 中 毕业 生 必 须 安插 在 中 学 的 预备 班 学 习 两 年 ， 预 备 班 的 毕业 生 具 有 大 学 二 年 级 的 水 平 . 
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引入 了 Lebesgue 积分 和 Lebesgue 测度 两 个 具有 深远 意义 的 新 概念 ， 而 且 ， 这 两 个 概念 表述 得 
简明 扼要 . 像 其 它 大 部 分 新 兴 事 物 一 样 ， 这 篇 文章 没有 立刻 得 到 认可 ， 德 文 的 《 Jahrbuch iiber 
die Fortschritte der Mathmatik 》 每 年 都 统计 并 分 析 当 年 所 有 的 数学 出 版 物 ， 它 用 了 好 几 页 的 
篇 幅 介 绍 Lebesgue 有 关 曲 面 的 文章 ， 而 对 1901 年 的 文章 只 用 了 三 行 字 . 

在 Lebesgue 之 前 , 所 谓 的 积分 就 是 Riemann 积分 . 为 了 对 函数 y = f(z) 求 积分 ，Riemann 
对 自 变量 区 间 (a,5) 进行 分 割 ， 进 而 考虑 和 式 


> wzitl — zi), 


其 中 yi 为 区 间 (zi xi41) 上 变量 y 所 取 的 某 一 值 . 如 果 当 分 割 加 细 时 和 式 趋向 某 一 极限 ， 该 极 
限 就 是 积分 广 f(z)dz. 于 是 ， 称 函数 f 在 区 间 (a,b) 上 Riemann 可 积 。 Riemann 给 出 了 函数 
可 积 的 一 个 必要 充分 条 件 ， Lebesgue 将 该 条 件 用 他 的 测度 概念 以 非常 简单 的 方式 译 为 ， 函 数 
的 不 连续 点 集 的 测度 为 零 . 

与 Riemann 不 一 样 ， Lebesgue 分 割 变 量 y 的 变化 区 间 . 他 对 分 割 的 每 个 区 间 (yj, yj+1) 
给 出 满足 下 列 条 件 的 点 z 的 集合 的 测度 


yi; < f(z) < yj+1, 
记 该 测度 为 mj, 则 积分 的 一 个 近似 值 为 
Dmjys, 


如 果 这 些 和 式 当 分 割 加 细 时 趋向 于 某 个 极限 , 该 极限 就 是 Lebesgue 意义 下 的 积分 . 于 是 ,Lebesgue 
称 该 函数 是 可 和 的 .在 1901 年 的 文章 里 ， Lebesgne 仅 限 于 讨论 > 和 y 的 变化 区 间 有 限 的 情 
形 ， 稍 后 ， 他 去 掉 了 这 一 约束 . 不然， 许多 后 续 的 发 展会 受到 限制 . 

1926 年 ， 在 哥本哈根 的 一 次 演讲 中 ， Lebesgue 是 这 样 阐述 他 的 观点 的 . 

“按照 Riemann 的 方法 ， 我 们 对 依 自 变量 > 的 大 小 顺序 所 提供 的 不 可 分 割 的 量 求 和 ， 这 

有 如 没有 条 理 的 商人 数 钱 ， 碰 到 硬币 数 硬币 ， 碰 到 纸币 数 纸币 ， 而 我 们 的 做 法 像 有 条 理 的 商人 
的 做 法 : 

我 有 一 克朗 ”的 货币 m(BBi) 个 单位 ， 共 值 1. m(1). 

我 有 两 克朗 的 货币 m(2) 个 单位 ， 共 值 2. mm(B2). 

我 有 五 克 谓 的 货币 m(Bs) 个 单位 ， 共 值 5. m(Bs). 

人 等 等 ， 故 ， 总 共有 


S=1:mEi)+2:m(E2)+5:.m(Es)+...” 


请 注意 Lebesgue 在 此 例 中 所 用 的 记号 . 他 不 是 简单 地 写 出 m1, m2, ms, 而 是 明确 地 标 出 集合 已; 
和 该 集合 的 测度 m(B;). 对 于 一 般 的 实 值 函 数 (不 一 定 是 整 函数 ), 会 出 现 由 不 等 式 % < f(z?) <v 
所 定义 的 集合 忆 , 故 有 必要 明确 m(E) 的 意义 . 

Lebesgue 心目 中 想得到 如 下 形式 的 定理 


二/ 1=/ 二 所 


6 克朗 为 丹麦 等 国 的 货币 单位 . 
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的 确 ， 他 也 证 明了 这 一 定理 ， 条 件 是 积分 区 间 有 限 而 被 积 函 数 fn 一 致 有 界 ， 后 来 ， 他 将 一 致 有 
界 的 条 件 弱 化 为 绝对 值 |f| 被 一 个 可 积 函 数 所 控制 ， Lebesgue 定理 是 Lebesgue 积分 论 的 关 
键 . Lebesgue 也 很 自然 地 希望 积分 是 可 加 的 ， 即 


[urn= /r+ fs 


上 述 两 个 积分 性 质 诱导 出 下 列 公式 


DC 六 _ oO0 
/7->/ 
在 fn 为 两 两 互 不 相交 的 集合 EB 的 特征 函数 这 一 特殊 情况 下 ， 该 公式 应 该 成 立 ， 即 
m (> 加 一 Sm(B,) 
1 1 


这 就 是 Borel 所 定义 的 测度 的 完全 可 加 性 ， 互 不 相交 的 集合 的 可 数 并 集 的 测度 等 于 诸 集 合 的 测 
度 之 和 . ”Borel 的 出 发 点 是 区 间 的 测度 ， 即 区 间 的 长 度 ， 他 接 下 来 考虑 区 间 的 可 数 并 集 以 及 它 
们 的 余 集 ， 进 而 考虑 新 集合 的 可 数 并 集 以 及 它们 的 余 集 ， 如 此 继续 ， 最 终 他 得 到 我 们 今天 所 说 
的 Borel 集合 他 自信 可 以 在 Borel 集 类 ， 即 我 们 现在 所 称 的 Borel 域 上 构造 一 个 完全 可 加 的 
测度 ， 但 是 ， 他 并 没有 去 实现 它 ， 他 既 没有 在 1898 年 的 讲义 中 也 从 来 没有 实现 它 . 

Lebesgue 需要 Borel 测度 ， 但 Borel 测度 在 当时 还 不 存在 ， 按 照 构造 Borel 集合 的 方法 逐 
步 构 舍 Borel 测度 有 困难 .于 是 ， Lebesgue 另辟蹊径 ， 直线 上 的 点 集 总 可 以 用 区 间 的 并 集 覆 
盖 . 每 一 覆盖 对 应 着 诸 区 间 长 度 之 和 .再 考虑 所 有 可 能 的 和 的 下 确 界 . 这 就 是 Lebesgue 所 定义 
的 集合 的 外 测度 ，Lebesgue 还 简单 地 建立 了 内 测度 这 个 辅助 概念 . 当 外 测度 和 内 测度 一 致 时 ， 
其 共同 值 称 为 集合 的 测度 ， 而 集合 被 称 为 是 可 测 的 . 这 就 是 我 们 今天 所 谓 的 定义 在 Lebesgue 域 
上 的 Lebesgue 测度 ， Lebesgue 域 要 比 Borel 域 大 ， 但 Lebesgue 测度 在 Borel 域 上 的 限制 正 
是 Borel 测度 . 

建立 Borel 测度 论 的 功劳 无 可 争辩 地 应 属于 Lebesgue. 他 引入 了 一 类 新 的 集合 ， 其 中 包括 
所 有 的 零 测 集 . 任何 一 个 Lebesgue 意义 下 的 可 测 集 是 一 个 Borel 集 和 一 个 零 测 度 之 并 ， 因 此 ， 
Borel 说 。 Lebesgue 的 贡献 仅 在 于 引入 了 零 测 集 . 

Lebesgue 对 Borel 的 这 一 说 法 很 伤心 ， 两 人 的 关系 因此 开始 不 和 ,， Lebesgue 与 Baire 的 
关系 也 早已 出 现 问题 . Lebesgue 在 写 给 Borel 的 书信 (Borel 的 书信 和 资料 一 年 前 已 存 入 科学 
院 的 档案 ) 中 解释 了 当时 矛盾 冲突 的 情况 . 1900 年 代 初 期 ， Borel 最 得 命运 的 偏爱 ， 他 的 妻 
子 很 出 色 ， 是 数学 家 Paul Appell 的 女儿 Baire 一 直 在 生病 ;而 Lebesgue 很 贫穷 ， 教 学 任务 
繁重 (在 南 锡 的 中 学 每 周 教 21 小 时 )， 为 家 庭 和 经 济 问 题 疲惫 不 堪 . 

恰好 在 1900 年 之 前 ， 法 兰 西学 院 成 立 了 Peccot 基金 会 ， 目 的 在 于 每 年 让 一 位 年 龄 不 超过 
30 岁 的 年 青 数学 家 介绍 他 的 工作 ， 从 而 可 以 提供 一 点 津贴 ， Peccot 课程 今天 依然 存在 ， 在 数 
学 界 部 有 盛 洽 ， 最 初 的 讲演 者 是 Borel ( 三 年 ) 接 下 来 是 Lebesgue, 他 取代 生病 的 Baire; 然后 
是 Baire; 再 后 来 又 是 Lebesgue. 围绕 着 Peccot 课程 的 安排 以 及 大 学 职位 的 任命 的 争执 ， 只 当 
是 遗 闻 轶 事 ， 但 是 ， Peccot 的 课程 的 影响 是 很 大 的 . 
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继 1901 年 的 文章 之 后 ，Lebesgue 在 三 篇 重要 的 论著 中 发 展 了 他 的 积分 理论 ，1902 年 题 为 
《积分 、 长 度 、 面 积 》 的 博士 论文 ， 论 文 的 题目 就 表明 了 积分 与 他 先前 的 文章 中 讨论 的 几何 问 
题 之 间 的 联系 ; 基于 第 一 次 Peccot 课程 写成 的 《积分 和 原 函 数 研 究 讲义 》; 基于 第 二 次 Peccot 
课程 写成 的 《三 角 级 数 讲义 》. 我 将 对 这 些 工 作 做 一 个 简单 的 介绍 ， 在 此 之 前 ， 我 想 强调 一 下 
Peccot 课程 对 于 继 Baire 和 Lebesgue 之 后 的 工作 所 起 的 作用 ， Lebesgue, Baire 和 Lebesgue 所 
讲 的 三 门 课程 的 听众 不 多 , 但 是 当中 有 Denjoy ， 是 他 整理 了 Baire 的 讲义 基于 Cantor, Baire， 
Lebesgue 和 Fatou 的 工作 ， Denjoy 建立 了 一 种 称 为 “完全 化 ” “” 的 新 的 积分 理论 ， Pierre 
Fatou 的 博士 论文 成 于 1906 年 ， 是 Lebesgue 第 二 次 Peccot 课程 的 继续 ， 论 及 “三 角 级 数 和 
Taylor 级 数 "， 该 论文 充分 体现 了 Lebesgue 积分 这 一 新 工具 在 经 典 分 析 中 的 作用 . 

所 以 ， 可 以 说 Fatou 和 Denjoy 是 这 个 时 期 Lebesgue 在 法 国 的 主要 继承 人 ， 在 国外 ， 如 英 
国 、 比 利 时 、 奥 地 利 、 俄 罗斯 和 波兰 ， Lebesgue 的 积分 立刻 得 到 了 接纳 、 阐 述 和 应 用 . 但是, 
法 国 不 教授 Lebesgue 积分 ， Lebesgue 本 人 也 只 是 借 Peccot 讲座 的 机 会 讲解 过 他 的 积分 论 . 
自从 1921 年 他 被 任命 为 法 兰 西学 院 * 的 教授 后 ， 他 的 所 有 课程 ， 除 极 个 别 例外 ， 都 是 有 关 别 
的 课题 ， 直 到 1950 年 ， Lebesgue 积分 在 志 界 各 国 已 是 一 门 经 典 课程 ， 然 而 在 法 国 ， 获 得 数学 
教师 资格 的 人 可 能 未 曾 听 说 过 Lebesgue 积分 . Szolem Mandelbrojt 曾 回忆 起 他 当年 的 失望 ， 
当 他 来 到 法 国 时 找 不 到 任何 地 方 教授 Lebesgue 积分 和 由 此 派生 的 数学 理论 . 

让 我 们 回 过 头 来 考察 Lebesgue 分 别 于 1902 年 、 1904 年 和 1906 年 完成 的 三 项 论著 ， 第 
一 项 是 他 的 论文 ， 出 发 点 是 几何 . 尽管 他 的 论文 包括 并 完善 了 他 1901 年 有 关 积 分 的 文章 ， 但 他 
自始至终 是 在 1899 年 和 1900 年 的 那些 问题 的 启发 下 进行 思考 ， 曲 线 的 长 度 ， 尤 其 是 曲面 的 面 
积 . 我 将 在 此 限于 平面 面积 和 它们 与 测度 的 关系 进行 讨论 。 Camille Jordan 曾经 讲授 过 他 的 平 
面 面 积 理论 , 该 理论 深 深 地 影响 了 Lebesgue. 给 定 一 个 平面 区 域 D, Jordan 考虑 所 有 包含 D 的 
多 边 形 和 所 有 包含 在 D 内 的 多 边 形 . 包含 D 的 多 边 形 面 积 的 下 确 界 称 为 “外 面积 "， 包 含 在 D 
内 的 多 边 形 的 面积 的 上 确 界 称 为 “内 面积 ”， 当 外 面积 和 内 面积 相同 时 ， 称 区 域 为 可 求 积 的 ， 
其 公共 值 称 为 区 域 的 面积 ， 可 见 ， Lebesgue 的 外 测度 和 内 测度 的 思想 出 自 Jordan 的 方法 . 但 
是 ， 他 对 原 有 的 定义 做 了 根本 的 改变 . 

为 了 说 明 Jordan 面积 和 Lebesgue 面积 之 间 的 区 别 ， 我 将 借用 一 个 几何 的 例子 ， 该 例子 与 
Lebesgue 论文 的 一 个 注解 中 提 到 的 一 个 例子 很 相似 . 设 有 三 角形 4BC, 其 面积 为 5. 在 BC 边 
上 取 两 点 B' 和 C'. 令 51 为 三 角形 4AC"B' 的 面积 ， 从 三 角形 4BC 上 去 掉 三 角形 4C’B' 的 内 
部 ,得 到 两 个 新 三 角形 4BC' 和 4B'C ， 两 者 面积 之 和 为 9 - $1. 接 下 来 ， 依 同样 的 方式 从 
三 角形 4BC' 和 4B'C 中 分 别 去 掉 以 C' 和 B' 为 顶点 以 9 和 53 为 面积 的 三 角形 ， 从 而 得 到 
四 个 三 角形 ， 其 面积 之 和 为 5 - S1 一 52 - 5s, 如 此 继续 以 至 无 穷 . 于 是 ， 得 到 由 三 角形 组 成 的 
包含 在 三 角形 4BC 中 的 区 域 套 ， 它 们 相对 于 4BC 的 余 集 由 面积 分 别 为 51, 52, 9s,… 的 开 三 
角形 组 成 ， 最 终 ， 得 到 包含 在 三 角形 4BC 中 的 一 条 曲线 荆 , 它 由 无 穷 多 个 三 角形 的 边 构 成 ， 而 
诸 三 角形 的 面积 之 和 为 7 Sn. 如 果 用 一 段位 于 三 角形 4BC 之 外 的 圆 弧 将 B 和 C 两 点 连 起 
来 ， 该 绝 线 和 曲线 工 一 起 构成 一 条 简单 闭 曲线 ， 它 包含 某 个 区 域 D. 若 27 5 = 5, 则 区 域 D 
是 Jordan 可 求 积 的 ; 若 了 5,, < 5, 则 区 域 D 是 非 Jordan 可 求 积 的 ， 然 而 ， 在 Lebesgue 意 


7 法 文 原名 为 Totalisation. 

8 法 兰 西 学 院 (College de France). 

9. 外 面积 原名 Etendue extérieure, 内 面积 原名 Etendue intérieure. 
10 ”也 要 去 掉 0'B' 边 . 
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义 下 ， 区 域 D 总 是 Lebesgue 可 测 的 ， 曲 线 工 在 Lebesgue 意义 下 的 面积 总 是 5 一 21 Sn, 这 
个 数 可 能 是 正 数 也 可 能 是 零 . 这 样 的 曲线 我 们 现在 称 之 为 分 形 . 

1901 年 的 文章 还 突出 地 显示 了 Lebesgue 积分 的 一 个 重要 应 用 ， 它 解释 了 有 界 函 数 的 原 函 
数 问题 ， 准 确 地 说 ， 如 果 一 个 函数 f 在 区 间 上 可 导 ， 而 且 其 导数 六 有 界 ， 则 差 


f(z) - / (eat 


是 一 个 常数 ， 如果 户 Riemann 可 积 ， 这 一 事实 是 已 知 的 ， 但 是 ， 有 这 样 的 情形 出 现 。 y 存在 
且 有 界 ， 但 不 是 Riemann 可 积 的 . Volterra 曾 给 出 过 一 个 这 样 的 例子 ， Lebesgue 把 它 写 进 了 
他 的 论文 . 1904 年 的 《积分 讲义 》 描 绘 和 分 析 了 自 Cauchy 以 来 各 种 不 同 的 积分 概念 ， 特 别 
是 Dirichlet 积分 和 Riemann 积分 ， 刻 画 了 Dirichlet 可 积 函 数 和 Riemann 可 积 函 数 ， 并 研究 
了 它们 与 导 函 数 的 关系 . Denjoy 在 1912 年 进一步 推广 了 Lebesgue 积分 ， 从 而 可 以 计算 更 加 
一 般 的 可 导 函 数 的 原 函 数 ， 也 就 是 说 ， 可 以 去 掉 六 有 界 的 假设 , 

继 《 积 分 讲义 》 后 , 出 现 了 一 批 讲授 Lebesgue 积分 及 其 应 用 的 优秀 书籍 , 特别 是 ，Charles 
de la Vallée Poussin 于 1916 年 所 写 的 《集合 函数 ，Lebesgue 积分 ，Baire 类 》，Felix Hausodrff 
于 1927 年 所 写 的 《集合 论 》. 但 是 , 权威 著作 应 是 Stanislas Saks 于 1933 年 所 写 的 《积分 论 》， 
它 是 波兰 数学 从 书 中 的 一 种 ， 用 法 语 写 成 . Saks 是 这 样 评价 Lebesgue 所 找到 的 积分 和 微分 之 
间 的 关系 的 ，“ Lebesgue 先生 的 功绩 并 不 局 限于 创立 了 一 种 新 的 广义 的 积分 概念 ， 也 不 局 限于 “ 
建立 了 该 概念 与 测度 论 之 间 的 紧密 联系 ， 他 的 工作 的 价值 首先 在 于 他 的 与 积分 论 同 时 建立 起 来 
的 导数 理论 ， 正 因为 如 此 ， Lebesgue 先生 的 发 现 才 使 得 我 们 在 分 析 学 中 的 不 同 分 支 中 找到 众 
多 的 用 武之 地 . ” 

这 些 不 同 分 支 中 的 第 一 个 是 三 角 级 数理 论 ， 从 历史 观点 看 来 ， 积 分 与 三 角 级 数 之 间 一 直 有 
着 密切 的 联系 ， 这 一 点 由 下 面 的 事实 来 说 明 ， 三 角 级 数 的 系数 由 积分 经 过 Fourier 公式 计算 出 
来 ， 如果 

f(t) = 》 "cnel nt, 
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定 积分 的 记号 及 是 在 这 种 情况 下 由 Fourier 引入 的 。 Fourier 认为 这 些 公式 是 普 适 的 . 
事实 上 ， 级 数论 、 积 分 论 和 后 来 的 泛 函 分 析 的 一 大 部 分 内 容 旨 在 明确 这 些 公式 的 意义 ， 与 此 相 
关 的 几 个 突出 的 发 展 阶段 是 ， Dirichlet 的 1830 年 的 文章 、 Riemann 的 1854 年 论 三 角 级 数 
的 论文 、 Cantor 的 1870 年 的 论文 、 1900 的 Féjer 定理 (依然 是 科学 院 通报 上 的 一 篇 短文 )、 
Lebesgue 的 1906 年 出 版 的 讲义 、 1907 年 的 Riesz-Fisher 定理 、 Denjoy 的 1921 年 的 二 次 完 
全 化 ， Schwartz 的 1949 年 的 广义 函数 论 ， 这 一 清单 并 未 终结 . 

Dirichlet 认为 ， 对 连续 函数 求 积分 就 可 以 了 ， 因 为 一 般 函 数 的 积分 可 以 分 解 为 不 连续 点 之 
间 连 续 函 数 的 积分 ， 作 为 不 可 积 函 数 的 例子 ， 他 定义 了 (0,1) 区 间 上 的 这 样 一 个 函数 ， 在 无 理 
点 上 取 值 为 1, 在 有 理 点 上 取 值 为 0. 我 们 知道 ， Riemann 积分 更 一 般 一 些 ， 但 Dirichlet 函数 
还 是 不 可 积 ， 然 而 ， 在 Lebesgue 意义 下 ， 这 是 一 个 可 积 函 数 (为 避免 混淆 ， Lebesgue 称 它 为 

“可 和 ”), 其 积分 等 于 1. 


则 
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Riemann 在 他 的 论文 中 研究 了 逐 点 收敛 的 三 角 级 数 的 和 函数 ， 给 出 了 这 些 函 数 的 特征 性 
质 . 但 是 ， 他 没有 求助 于 级 数 系数 的 计算 ， 因 为 这 些 函 数 一 般 是 非 Riemann 可 积 的 . Can- 
tor 证 明了 ， 级 数 的 系数 确实 由 级 数 的 和 函数 唯一 确定 。 Lebesgue 的 一 个 漂亮 的 结果 是 ， 三 角 
级 数 的 和 函数 ， 如 果 有 界 则 一 定 是 可 积 的 ， 而 且 其 系数 可 由 Fourier 公式 求 得 ， 要 去 掉 函 数 有 
界 的 条 件 ， 得 等 到 Denjoy 和 他 的 二 次 完全 化 . 

Lebesgue 论 三 角 级 数 的 讲义 包含 许 许多 多 新 结果 ， 与 Fatou 的 论文 一 起 ， 它 立即 征服 了 法 
国之 外 的 数学 界 . 有 两 点 值得 特别 注意 ， 其 一 ， Lebesgue 首次 在 该 讲义 中 给 出 了 积分 的 一 般 定 
义 ， 无 论 函数 有 界 或 无 界 ， 其 二 ， 这 也 是 Lebesgue 最 后 一 次 讲解 他 的 积分 论 . 1 

在 谈 到 Lebesgue 积分 的 产生 时 , 我 已 经 提 到 了 继 Lebesgue 之 后 的 工作 . 关于 Lebesgue 积 
分 的 影响 ， 我 只 想 涉 及 三 个 方面 ， 泛 函 分 析 、 现 代 概 率 论 以 及 Lebesgue 测度 和 Lebesgue 积分 
的 直接 延伸 . : 

1907 年 ， 匈 牙 利 数学 家 Fréderic Riesz 和 奥地利 数学 家 Ernst Fisher 在 科学 院 通报 上 连续 
发 表 了 五 篇 文章 ， 为 Lebesgue 积分 提供 了 新 观点 . 通过 稍微 不 同 的 方法 ， 他 们 分 别 给 出 了 区 间 
(0, 2m) 上 平方 可 积 函 数 的 Fourier 系数 的 特征 ， 系 数 绝对 值 的 平方 构成 一 个 收敛 级 数 ， 因 此 ， 
不 仅 有 下 列 等 式 (Fatou 称 之 为 Parseval 等 式 ) 成 立 
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这 里 cn 是 Fourier 系数 (我 的 意思 是 ， 在 Lebesgue 积分 意义 下 依 Fourier 公式 求 得 的 系数 )， 
而 且 像 Riesz 在 1949 年 在 一 篇 文章 中 所 戏言 ，Fourier 公式 是 一 张 “ 永 久 的 双 程 票 "， 使 我 们 来 
回 于 两 个 无 穷 空间 ， 一 个 是 平方 可 和 的 序列 空间 如 , 另 一 个 是 平方 可 积 的 函数 空间 L>. 若 用 学 
术 性 的 语言 描绘 之 ， 则 可 以 这 样 说 ， Fourier 变换 是 空间 C2 和 空间 L? 之 间 的 一 个 同 构 映 射 . 
这 两 个 空间 早 前 已 由 Hilbert 引入 . 

无 论 是 Fisher 还 是 Riesz 的 证 明 ， 其 关键 在 于 “ L? 是 完备 的 ”， 稍 后 ， Riesz 证 明了 更 一 
般 的 结果 “ L? 是 完备 的 ?>， 这 里 Z2 是 指 绝对 值 的 p 次 方 可 积 的 函数 的 空间 ， 2 为 > 1 的 任意 
实数 . 

“I2 是 完备 的 ”意味 着 可 以 将 L? 作为 欧 氏 空间 来 处 理 . Fisher 和 Riesz 都 明确 地 提 到 

了 某 种 “函数 几何 ”的 直觉 . 视 函 数 为 抽象 空间 的 点 的 想法 并 不 是 全 新 的 , 这 种 想法 在 Volterra 
和 Hadamard 的 工作 中 ， 尤 其 是 Maurice Fréchet 的 1906 的 论文 中 ， 就 已 经 有 了 . 但 这 一 想法 
以 一 种 令 人 惊讶 的 形式 出 现在 Riesz 和 Fisher 的 工作 中 ， 量 子 力 学 的 葛 基 者 立刻 将 L? 空间 作 
为 工具 使 用 .另外 一 些 函 数 空间 或 广义 函数 空间 可 以 在 L? 的 基础 之 上 建成 立 起 来 ， 并 且 保 持 
Hilbert 空间 的 几何 结构 ， 如 Sobolev 空间 ， 它 们 是 偏 微分 方程 研究 中 必 不 可 少 的 工具 . 

空间 L? (p 头 2) 具有 不 同 的 几何 结构 ， 这 是 一 些 Banach 空间 . 正 是 Banach 在 其 名 著 《 线 
性 算 子 理论 》 (波兰 数学 丛书 中 的 第 一 号 ) 中 给 出 了 定理 “ L? 是 完备 的 、“ LP? 是 完备 的 ”的 
现代 形式 .而 在 Fisher 和 Riesz 的 文章 中 ， 定 理 的 表述 要 长 得 多 .。 1907 年 时 ， 空 间 L? 尚未 定 
名 ， 形 容 词 “完备 的 ”具有 田 一 种 意思 . Banach 定义 了 现代 意义 的 完备 性 ， 并 命名 了 L? 空 
间 (L 是 Lebesgue 的 起 首 字母 ). 他 将 主要 的 内 容 搁置 在 定义 中 ， 帮 此， 定理 的 陈述 显得 十 分 简 
清 . 

Banach 的 风格 是 这 样 的 ， 起 初 ， 有 一 个 关于 Fourier 系数 的 问题 和 一 个 漂亮 的 答案 ， 即 
Riesz-Fisher 定理 ， 接 下 来 ， 出 现 一 个 起 中 介 作 用 的 命题 ， 它 作为 引 理 被 使 用 ， 又 作为 重要 结果 
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而 享有 定理 之 名 .但 是 ， 该 定理 的 陈述 又 长 又 复杂 ， 于 是 ， 引 入 了 两 个 定义 ， 这 样 就 极 大 地 简 
化 了 定理 的 陈述 .命题 的 精华 转移 到 了 定义 之 中 . 

现代 硝 数 分 析 用 到 不 同 于 L? 的 其 它 空间 ， 但 不 能 抛弃 L? 空间 ， 将 Lebesgue 视 为 泛 函 分 
析 的 黄 基 人 之 一 不 为 过 分 ， 因 为 积分 作为 线性 形式 极为 重要 ， 而 且 通 过 积分 可 以 构造 新 的 泛 函 
空间 . 

Lebesgue 从 两 个 主要 方面 影响 了 概率 论 的 发 展 , 与 此 相关 的 是 , 波兰 数学 家 Hugo Steinhaus 
和 美国 数学 家 Nobert Wiener 在 20 世纪 20-30 年 代 所 做 的 工作 . 

Steinhaus 的 想法 是 ， 考 虑 在 区 间 了 = (0,1) 上 建立 概率 .他 确立 了 这 样 一 个 对 应 关系 ， 事 
件 是 I 中 的 Lebesgue 可 测 集 ， 其 概率 是 该 集合 的 Lebesgue 测度 ;随机 变量 是 定义 在 了 上 的 
Lebesgue 可 测 函数 ， 其 分 布 是 Lebesgue 测度 在 函数 作用 下 的 像 ， 其 期 望 是 函数 的 Lebesgue 积 
分 (如 果 积 分 存在 的 话 )， 如 此 等 等 . 他 指出 了 如 何在 上 构成 一 列 以 Lebesgue 测度 为 分 布 的 
独立 随机 变量 .在 此 基础 之 上 ， 他 为 任意 一 个 独立 随机 变量 序列 或 级 数 建立 了 一 个 模型 ， 他 得 
到 的 第 一 个 应 用 是 这 样 的 ， 设 某 个 Taylor 级 数 以 基 个 圆周 C 为 收敛 圆 ， 如 果 以 自然 的 概率 改 
变 系数 的 幅 角 ， 则 几乎 必然 ( 即 以 概率 1 成 立 ) 得 到 一 个 不 能 解析 延 拓 到 C 之 外 的 函数 ， 这 曾 
是 Borel 所 想到 的 ， 可 以 追溯 到 1896 年 ， 但 是 ， Borel 也 好 ， 任 何其 他 人 也 好 ， 都 没有 在 此 之 
前 将 这 一 思想 转变 成 严格 的 数学 命题 . 

Wiener 的 想法 完全 不 同 . Wiener 曾经 读 过 Einstein 和 Jean Perrin 的 著作 ， 这 两 位 物理 
学 家 既 从 理论 上 又 从 实验 上 建立 了 一 套 Brown 运动 的 物理 理论 .。 Perrin 指出 ， Brown 运动 的 
轨道 使 人 想起 数学 家 们 的 不 可 微 连 续 函 数 ， 这 类 函数 在 当时 尚未 被 物理 学 界 广泛 了 解 ， Brown 
运动 的 物理 现实 上 暗示 着 应 有 一 个 数学 模型 。 Wiener 的 计划 是 这 样 的 : 考虑 在 时 刻 上 = 0 取 某 个 
固定 值 的 连续 函数 的 集合 ， 在 其 上 构造 一 个 满足 Einstein 方程 的 概率 测度 ， 使 得 这 些 函数 几乎 
必然 具有 适当 的 性 质 ， 如 ， 无 处 可 微 性 ， 在 一 个 比 区 间 工 更 丰富 的 集合 上 构造 测度 并 不 是 新 鲜 
事 . 但 是 ， 构造 Wiener 测度 是 一 个 更 了 不 起 的 壮举 , Wiener 的 做 法 是 ， 预 先 给 定 过 程 应 满足 
的 条 件 (具有 独立 增 量 的 Gauss 过 程 ), 构造 测度 以 使 这 些 条 件 得 到 满足 ， 一 旦 概率 测度 构造 好 
之 后 ， 可 以 将 函数 作为 随机 元 来 处 理 ， Wiener 称 该 函数 为 基本 随机 函数 (fundamental random 
function). 后 来 ， Paul Lévy 简单 地 称 之 为 Brown 运动 . 这 是 一 个 使 人 着 迷 的 研究 对 象 ， 它 长 
期 以 来 在 许多 不 同 的 数学 领域 得 到 了 广泛 的 应 用 .物理 学 家 和 数学 家 不 断 地 对 它 提出 令 人 赞叹 
的 猜想 ， 又 得 到 了 漂亮 的 定理 . 

可 见 ， Wiener 并 没有 使 用 Lebesgue 测度 ， 而 是 在 函数 空间 上 构造 了 另 一 个 不 同 的 测度 . 
相反 地 ， Steinhaus 将 装备 有 Lebesgue 测度 的 区 间 (0, 1) 作为 普 适 概率 空间 ， 借 用 Fourier- 
Steinhaus 级 数 ， 完 全 可 以 按 Steinhaus 的 观点 构造 Brown 运动 。 Fourier-Wiener 级 数 是 一 个 
三 角 级 数 ， 其 系数 是 一 列 独立 的 Gauss 随机 变量 . 1934 年 ， Wiener 最 后 一 次 讲述 他 的 基本 
随机 函数 时 用 的 就 是 Fourier-Wiener 级 数 . 

然而 ， 正 当 Wiener 向 Steinhaus 看 齐 时 ， Kolmogorov 继承 Wiener 的 思想 ， 依 照 过 程 
的 分 布 构造 相应 的 概率 空间 ， 在 他 的 著作 《概率 论 基础 》 中 ， Kolmogorov 定义 概率 空间 为 一 
个 集合 9, 赋 以 一 个 由 8 的 子 集 ( 称 为 事件 ) 构成 的 o- 域 4 和 一 个 定义 在 4 上 的 完全 可 加 
的 测度 已 〈( 称 为 概率 )， 从 此 以 后 ， 这 个 三 元 组 合 (9, 4, PP) 将 所 有 的 概率 论 学 者 团结 在 一 起 . 
Kolmogorov 的 观点 比 Steinhaus 的 观点 要 灵活 ， 内 为 在 研究 的 过 程 当中 ， 可 以 更 换 概 率 空 间 
或 c- 域 4. 不 过 ， 最 重要 的 概率 空间 均 同 构 于 Lebesgue 空间 ， 即 直线 上 装备 有 Lebesgue 域 和 
Lebesgue 测度 的 (0,1) 区 间 . 
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即使 是 只 限于 泛 函 空间 和 概率 论 ， Lebesgue 积分 的 影响 就 已 经 很 深 了 . 它 的 影响 还 延伸 
到 其 它 方面 .我 仅 做 简单 的 回顾 ， 

先 说 测度 的 几何 理论 . 该 理论 的 奠基 性 工作 是 Felix Hausdorff 发 表 于 1919 的 文章 .Haus- 
dorf 将 Lebesgue 外 测度 的 构造 推广 到 很 一 般 的 情形 ， 他 不 仅 考虑 直线 ， 而 且 考 虑 一 个 任意 的 
没有 特定 性 质 的 空间 ， 不 仅 考虑 区 间 ， 而 且 考虑 一 类 可 以 覆盖 空间 中 任意 集合 的 小 集合 ， 给 定 

空间 的 一 个 集合 ， 他 为 集合 的 每 一 个 覆盖 确定 一 个 质量 ， 即 覆盖 中 小 集合 ( 通常 需要 无 穷 个 小 
集合 ) 的 质量 之 和 然后， 他 考虑 与 所 有 覆盖 相对 应 的 质量 的 下 确 界 .他 要 求 覆盖 满足 某 种 精 
细 条 件 ， 比 如 ， 小 集合 的 半 经 不 超过 给 定 的 s. 接 下 来 ， 他 考虑 强化 精 绸 条 件 时 ( 如 当 s 趋向 于 
零 时 )， 上 述 下 确 界 的 极限 ， 于是， 他 得 到 一 个 他 希望 得 到 的 测度 该 测度 具有 Lebesgue 外 测 
度 的 所 有 性 质 ， 它 可 能 有 限 也 可 能 无 限 ， 这 就 是 Hausdorf 测度 如果 空 间 是 度量 空间 ， 可 以 
选取 所 有 的 球 作为 小 集合 类 ， 而 选取 直径 的 某 个 寡 (如 de ) 作为 球 的 质量 ， 于 是 ， 得 到 a 维 
的 Hausdorff 测度 通常， 该 测度 当 a 较 小 时 等 于 无 穷 大 ， 而 当 a 较 大 时 等 于 零 Hausdorff 
维 数 就 是 区 分 这 两 种 情况 的 临界 值 . 

在 分 形 的 浪潮 到 来 之 前 ， Hausdorf 测度 和 Hausdorff 维 数 在 调和 分 析 和 位 势 理 论 中 已 经 
扮演 了 重要 的 角色 . 位 势 理 论 中 的 自然 的 概念 不 是 集合 测度 ， 而 是 集合 的 容量 . Choquet 建立 
了 容量 理论 ， 他 是 Lebesgue 的 “远房 ”继承 人 . 

Lebesgue 测度 的 另 一 推广 涉及 到 那样 的 空间 - 可 以 考虑 其 子 集合 的 迭 合 性 的 空间 , 在 一 定 
的 条 件 下 ， 可 以 构造 这 样 一 个 测度 ( 若 考虑 正规 化 则 测度 还 是 唯一 的 )， 使 得 能 够 迭 合 的 集合 具 
有 相同 的 测度 .这 一 发 现 属于 匈牙利 数学 家 Alred Haar. 随后 ， Banach 做 了 简化 .其 最 终 确 
定 的 形式 出 现在 Saks 的 《积分 论 》 当 中 .， Haar 测度 是 拓扑 群 研究 中 的 基本 工具 . 

Borel 时 代 尚 未 使 用 c- 域 这 一 名 字 . Borel 觉得 分 析 中 的 运算 走 不 出 Borel 域 。 Lebesgue 
也 持 这 一 观点 ,他 在 1905 年 还 以 为 证 明了 这 一 点 . 这 一 错误 的 观点 引发 了 一 系列 丰富 的 研究 成 
果 . 1917 年 初 , 科学 院 通 报 上 发 表 了 俄国 数学 家 Nicolas Lusin 和 M.Ya Souslin 的 两 篇 短文 , 他 
们 证 明了 相反 的 结论 ， 存 在 一 列 多 项 式 已 (z), 它 在 某 个 Borel 集合 上 收敛 于 y(z), 但 是 ， y(x) 
所 取 值 的 集合 不 是 Borel 集 ， 因 此 ， Borel 集合 的 像 集 不 一 定 是 Borel 集 ， 更 有 趣 的 是 ， 二 
对 (z,y(z)) 构成 Borel 集 ， 但 它 在 y 轴 上 的 投影 ， 即 上 述 y(z) 的 像 集合 不 是 Borel 集 ， 可 见 ， 
经 典 分 析 强 行走 出 了 Borel 域 ， 介 于 Borel 域 和 Lebesgue 域 之 间 的 是 Lusin 域 ， 它 由 Lusin 名 
为 解析 集 的 集合 构成 ， 也 就 是 Borel 集合 在 连续 函数 映射 下 的 像 集 . 

20 世纪 20 年 代 ， 一 个 杰出 的 数学 学 派 在 莫斯科 发 展 壮大 ， 它 的 创立 者 是 Lusin. Lebesgue 
及 其 著作 在 莫斯科 比 在 法 国 更 为 人 所 知 ， Lebesgue 思想 的 光芒 曾经 照 光 在 匈牙利 ， 波 兰 和 俄 

再 说 几 句 Lebsgue 积分 的 过 去 和 今天 作为 结束 .， Cauchy 时代 已 形成 一 些 不 可 触犯 的 数 
学 概念 ， 如 序列 或 级 数 的 收敛 性 、 连 续 性 、 可 微 性 、 解 析 性 .函数 的 一 般 概 念 也 在 此 时 建立 起 
来 了 ， 寻 求 可 积 函 数 的 概念 是 很 白 然 的 事 ， Cauchy 和 Dirichlet 试图 把 可 积 性 和 连续 联系 在 
一 起 ， 在 此 之 后 ， Riemann 积分 在 数 十 年 内 得 到 了 共同 的 认可 ， 一 个 函数 Riemann 可 积 则 称 
为 可 积 ， 这 也 是 为 什么 Lebesgue 采用 形容 词 “ 可 和 ”表示 按 他 的 方式 可 积 的 函数 . Hardy 和 
Littlewood 首先 称 Lebesgue 可 积 鸭 数 为 可 积 . 20 世纪 的 积分 是 Lebesgue 积分 ， 但 是 它 也 有 
延 拓 和 修正 ， 如 ， Denjoy 积分 、 Perron 积分 、 Henstock 积分 、 Radon 积分 、 Saks 积分 、 
Haar 积分 、 Wiener 积分 、I6 积分 、Feyman 积分 . 这 些 不 同 的 积分 出 现在 实 变量 函数 分 析 ， 
泛 孙 分析， 概率 论 和 理论 物理 学 中 Feyman 积分 令 数 学 家 们 窘 困 ， 它 的 另 一 种 表达 方法 接近 
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Lebesgue 积分 ， 这 归功 于 Pierre Cartier 和 Cécile Witt. 他 们 对 所 需 积 分 加 以 适当 条 件 以 保证 
唯一 性 ， 从 而 给 出 构造 积分 的 过 程 . 

积分 的 概念 是 多 义 的 . 可 以 在 不 同 的 层次 ， 作 不 同 的 选取 ， 教 授 积 分 论 . 正如 Youri Manin 
所 言 , 积分 是 同一 领域 各 种 不 同事 物 的 组 合 . 求 积 微分 方程 时 , 给 定 的 信息 是 瞬时 的 变化 , 得 到 
的 是 自然 现象 随时 间 的 变化 ， 在 中 学 里 ， 可 以 限制 于 求解 y = f(z), 过 去 的 数 年 里 确实 是 这 样 
做 的 ; 也 可 以 限制 于 面积 的 计算 ， 这 是 目前 中 学 里 的 选择 . 但 无 论 如 何 , 不 要 顾此失彼 . 至 于 较 
高 水 平 的 教学 ， 可 以 将 实 函 数 的 积分 与 泛 函 分 析 或 概率 论 联 系 在 一 起 ， Bourbaki 将 积分 表述 
成 连续 函数 空间 上 的 线性 形式 ， 因 此 ， 相 应 的 基础 空间 是 拓扑 空间 ， Denjoy 严格 地 区 分 Baire 
的 拓扑 观 和 Lebesgue 的 测度 观 ， 他 曾 猛 烈 地 批评 过 Bourbaki. 当代 的 概率 学 家 认为 Denjoy 是 
有 理 的 . 不 过 ， 读 了 Laurent Schwartz 的 自传 后 会 发 现 ， Bourbaki 的 这 一 错误 ， 如 果 算 是 错 
误 的 话 ， 对 寻求 广义 函数 的 正确 概念 起 了 决定 性 的 作用 ， 广 义 函 数 是 某 些 函 数 空 间 上 的 线性 形 
式 . 

最 终结 论 是 ， 无论 一 项 数学 成 就 多 么 完善 (Lebesgue 1901 年 的 发 现 一 开始 就 达到 了 完善 的 
地 步 ), 数学 的 发 展 要 比 单项 的 数学 成 果 丰 富 得 多 . 继 Lebesgue 积分 之 后 ， 数 学 的 发 展 欣 欣 向 
荣 ， 这 证 实 了 我 做 这 个 长 时 间 报 告 的 必要 性 . 


( 范 爱 华 译 , 译 者 单位 ， 武 汉 大 学 数学 系 ， 武 汉 ， 湖 北 ， 430072) 
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